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Resume 

On se propose de montrer que les varietes a bord et plus generalement a coins, normalement 
dilatees par un endomorphisme sont persistantes en tant que stratifications a-regulieres. Ce resultat 
sera demontre en classe C s , pour s > 1. On donne aussi un exemple simple d'une sous-variete a 
bord normalement dilatee mais qui n'est pas persistante en tant que sous-variete differentiablc. 

Abstract 

We show that invariant submanifolds with boundary, and more generally with corners which are 
normally expanded by an endomorphism are persistent as a-regular stratifications. This result will 
be shown in class C s , for s > 1. We present also a simple example of a submanifold with boundary 
which is normally expanded but non-persistent as a differentiablc submanifold. 



Introduction 

Soit M une variete C°°. Pour s > 1, une sous-variete a bord de M de classe C s et de dimension d 
est un sous-ensemble N de M tel que, pour tout point x G N, il existe une carte (U, (p) d'un voisinage 
de x £ M dans le C s -atlas de M engendre par sa structure lisse verifiant : 

(0.1) <f>(U n N) = V x {0}, 

ou V est un ouvert de x R + . 

De fagon similaire, une sous-variete a coins de M de classe C s est un sous-ensemble N de M, tel 
que pour tout x G N, il existe une C s -carte (U, 4>) d'un voisinage de x £ M verifiant l'equation (jO.ip 
en autorisant V a etre un ouvert de (M + ) <i . 

Une stratification de classe C s d'un ensemble localement compact N de M est une partition £ de 
N en sous-varietes de classe C s appelees strates, verifiant la condition de frontiere : 

V(X, Y) G S 2 , adh(X) n Y / ^ adh(X) D Y et dimX > dimK 
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Une telle stratification est (a) -reguliere si pour toutes strates X et Y, pour toute suite (x n ) n £ X 
convergeant vers x £ Y, telle que T Xn X converge vers un certain sous-espace P de T X M, l'espace T X Y 
est contenu dans P. 

Une sous-variete a bord de classe C s definit canoniquement une stratification E = (ON, N) de 
classe C s sur N dont les strates sont le bord dN et Pinterieur N de N. Une telle stratification est 
a-reguliere. 

De fagon similaire, une sous-variete a coins de classe C s definit canoniquement une stratification 
(a-reguliere) E = (Xi)f =1 de classe C s sur N dont chaque strate X^ est la C s -variete formee des points 
x €z N qui ont exactement k cordonnees non nulles dans les cartes verifiant l'equation (10. ID . 

Soit / un endomorphisme de classe C s de M. Autrement dit, / est une application de classe C s de 
M dans elle-meme pouvant avoir des singularites et ne pas etre bijective. On dira que / preserve une 
stratification E d'un sous-espace N de M, si elle envoie chaque strate de E dans elle-meme. On dira 
que la stratification E est C s -persistante si toute C s -perturbation /' de / preserve une stratification 
E' de classe C s d'un sous-espace iV', telle que : 

- JV est homeomorphe a N' via une application h C°-proche de l'inclusion N M, 

- la restriction de h a chaque strate X de E est un diffeomorphisme de classe C s sur une strate de 
E', qui est C s -proche de l'inclusion canonique X > M pour la topologie C s -compact-ouverte. 

Si S est a-reguliere, on dira que la stratification a-reguliere E est C s -persistante si la stratification E' 
definie ci-dessus est toujours a-reguliere. 

Pour s > 1, l'endomorphisme / dilate s fois normalement la stratification E, si / preserve E et 
dilate s fois normalement chacune de ses strates X : 

II existe une metrique riemannienne sur M, un reel A < 1 ainsi qu'une fonction continue et positive 
C sur X tels que, pour tout pour tous vecteurs unitaires u G Tj-N 1 - et v G T X X, on a : 

\\p°T x f n (u)\\ >C(x)-\ n -m a x(l,\\T x f n (v)\\ s ), Vn > 

avec p la projection orthogonale de T X M sur TxN^. 

Le resultat principal de cette article est le theoreme suivant : 

Theoreme 1. Soient M une variete C°°, N une sous-variete a coins de classe C s , pour s > 0. Soit 
f un endomorphisme de classe C s de M , preservant et dilatant s fois normalement la stratification E 
induite par N . 

Soit N' un ouvert relativement compact de N dont V adherence adh(N') est envoyee dans N' par 
f . Alors la stratification a-reguliere E^' sur N' , dont les strates sont les intersections des strates de 
E avec N' , est persistante. 

Remarque. En particulier, les sous-varietes a coins compactes, de classe C s , definissent une stratifi- 
cation a-reguliere et de classe C s qui, quand elle est dilatee s fois normalement, est C s -persistante. 



2 



Remarque. En general, les sous-varietes a coins ne persistent pas en tant que sous-varietes differentiables. 

Nous allons d'abord rappeler l'ingredient principal de la preuve de ce theoreme : la structure de 
treillis de laminations et son theoreme de persistance associe. Puis, nous allons enoncer le theoreme Q] 
dans le cas particulier et plus clair des varietes a bord compactes de classe C . Ensuite, nous exposerons 
un exemple simple d'une variete a bord qui est normalement dilatee mais pas persistante. Enfin, nous 
allons montrer ce cas particulier puis le cas general du theoreme principal de cet article. 

Ce travail n'aurait pas pu etre realise sans la direction de J-C. Yoccoz durant ma these, j'exprime 
egalement ma reconnaissance P. Pansu pour de nombreuses discussions. Ce travail s'est deroule a 
l'universite Paris Sud (Orsay) et a l'universite d'etat de New York (Suny Stony Brook), je remercie 
ces deux institutions pour leur hospitalite. 

1 Structure de treillis sur les stratifications 

Soit E une C s -stratification d'un sous-espace localement compact N d'une variete M. Une structure 
de treillis de laminations de classe C s sur l'espace stratifie (N, E) est la donnee pour chaque strate 
d'un feuilletage Cx sur un voisinage ouvert Lx de X dans N (pour la topologie induite) qui 
verifie les conditions suivantes : 

- X est une feuille de Cx- 

- (Lx,Cx) est une CMamination : Les feuilles de Cx sont de classe C s ; les petites plaques de 
Cx varient transversalement continument dans la topologie C s . 

- Feuilletage de laminations : etant donnee une strate Y dont l'adherence contient X, les pe- 
tites plaques de Cy contenues dans Lx sont C s -feuilletees par des plaques de Cx ; ce feuilletage 
est de classe C s et varie continument transversalement aux plaques de Cy. 

Comme Cx est une lamination, la stratification E est alors necessairement a-reguliere. 

Nous allons demontrer le theoreme [T] en utilisant le theoreme suivant, qui est une restriction du 
resultat principal de [BerJ : 

Theoreme 2. Soient s > 1 et E une C s -stratification d'un sous-espace localement compact N d'une 
variete M . Soit f un endomorphisme de M qui preserve et dilate s fois normalement les strates de 
E. Si (N, E) possede une structure de treillis de classe C s , satisfaisant : 

(i) pour chaque strate X de E, il existe un voisinage Vx de X dans N tel que f envoie chaque 
plaque de Cx contenue dans Vx dans une feuille de Cx, 

(ii) Chaque feuille de Cx differente de X a son image par un itere de f qui est disjoint de Vx ■ 

Soit N' un ouvert relativement compact dans N, dont l'adherence est envoy ee par f dans lui-meme. 
Alors, la stratification a-reguliere E^/ de N' est C s -persistante. 
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2 Varietes a bord normalement dilatees 



Dans le cadre de la C^-persistance des varietes a bord et compactes, le theoreme[T]s'enonce ainsi : 

Corollaire 2.1. Soit N une sous-variete compacte, connexe, de classe C 1 et a bord d'une variete 
differentiable lisse M. Soit f un endomorphisme de M de classe C 1 , preservant le bord dN et 
I'interieur N de N . Si f dilate (une fois) normalement dN et N, alors la stratification a-reguliere 
(dN,N) sur N est C 1 -persistante. 

Autrement dit, pour toute application f C x -proche de f , il existe deux sous-varietes disjointes dN' 
et N' telles qu'il existe un homeomorphisme h de N sur I 'union N' := dN' U N verifiant : 

- V application h est C°-proche de I'inclusion canonique de N dans M , 

- f envoie dN' et N' dans respectivement dN' et N' , 

- la restriction de h d dN (resp. N) est un C 1 -diffeomorphisme sur dN' , qui est proche de I'in- 
clusion canonique de dN (resp. N) dans M pour la topologie C 1 -compact- ouverte. 

Remarque En general N' n'est pas une sous-variete a bord de classe C 1 car il n'y a pas de direction 
transverse a dN tangente a N'. La variete N' peut s'enrouler sur dN' et former une stratification qui 
n'est pas toujours 6-reguliere : il existe des suites {x n ) n G N m et (y n )n S dN m telles que : 

- (x n ) n et (y n ) convergent toutes les deux vers un point y G dN', 

- la famille de droiteaj {(x n y n )) n converge vers une droite D, 

- la famille de sous-espaces (T yn N') n converge vers un certain sous-espace P de T y M, 

- mais D n'est pas contenu dans P. 

2.1 Exemple d'une sous-variete a bord normalement dilatee, mais non persistante 
en tant que sous-variete de classe C 1 

Soient M le plan M. 2 , N le segment [-1, 1] x {0} et 

/ := (x,y) h+ (x 3 /2 + x/2,2y) 

qui est un diffeomorphisme du plan. La variete a bord N est bien normalement dilatee et la differentielle 
de / sur chacune des extremites est une similitude de rapport 2 . 

On perturbe maintenant / au voisinage d'une des extremites A de N de fagon a ce que, sur une 
boule B centree en A, la perturbation /' soit egale a la composition d'une petite rotation R centree 
en A avec Phomothetie H centree en A et de rapport 2. Le theoreme 12.11 assure l'existence d'une 
stratification (iV 7 , (dN',N')) proche de N et preservee par cette perturbation /'. 

Cette perturbation etant homotope a /, par une homotopie restant dans un petit voisinage de 

Via une carte, on peut identifier un voisinage de x dans Maim espace euclidien. 
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/ dans C 1 (M, M) et conservant le point fixe repulsif A, par continuity, A est done une composante 
connexe de ON'. On peut trouver x G N' Pi B tel que T^iV' soit different de la droite joignant A a x. 
Sinon, au voisinage de A, N' est une demi-droite, ce qui est absurde car la composition d'une petite 
rotation avec une homotopie ne preserve aucune droite. On fixe un tel x et on regarde la preorbite 
(x n )n<o de R o H partant de x. L'application R o H etant lineaire et conforme, l'angle entre T Xn N et 
Ax n est constant et non nul. Ainsi la stratification (N' , (dN' , N')) n'est pas 6-reguliere, et n'est done 
pas une variete a bord. 

On remarque que ce contre-exemple peut etre realise avec des perturbations reelles analytiques 
de / : on compose simplement / par une rotation du plan centree en A. Pour les memes raisons que 
ci-dessus, A reste une composante connexe de dN'. On utilise alors le theoreme de linearisation de 
Steinberg quand Tangle de rotation est petit et irrationnel, pour conjuguer differentiablement /' au 
voisinage de A avec R o H et ainsi se ramener au cas precedent pour conclure. 

On remarque enfin que cette sous variete a bord se complexifie en une sous variete a bord de C 2 , 
dont le bord est forme des deux memes points alors que son interieur est un disque. On peut choisir 
cette sous- variete N' relativement compacte ayant son adherence envoyee dans N'. On remarque que 
cette sous variete n'est persistante qu'en tant que stratification. 

2.2 Preuve du corollaire |2~TT1 

Pour montrer ce corollaire, il suffit de construire une structure de treillis de laminations sur l'espace 
stratifie (JV, (dN,N)) qui verifie les hypotheses (i) et (ii) du theoreme [2j 

Comme N est un ouvert de N, on peut choisir la lamination (L^,C^) egale a la variete N (qui est 
un feuilletage a une feuille). Les conditions (i) et (ii) associees a cette lamination sont alors evidentes. 

La lamination Cqn associee a la strate dN va etre obtenue grace a la construction d'une fonction 
reelle et continue r sur un voisinage Lqn de dN dans ./V verifiant les proprietes suivantes : 

1. la preimage de par r est egale au bord de N, 

2. r est une submersion de classe C 1 sur N n Lqn, 

3. / preserve les hypersurfaces de niveau de r au voisinage de dN, 

4. les hypersurfaces de niveau A de r tendent vers dN pour la topologie C 1 quand A tend vers 0. 

D'apres 1, 2 et 4, les fibres de r forment bien les feuilles d'une lamination Cqn sur Lqn de classe C . 
D'apres 1, cette lamination est bien coherente avec la stratification (dN,N). D'apres 2, la condition 
de feuilletage de laminations est bien verifiee. Ainsi, le couple ((Lqn, Cqn), N) forme une structure de 
treillis sur (dN,N). D'apres 3, cette structure de treillis verifie l'hypothese (i) du theoreme [2j Comme 
Cqn est une fibration, l'hypothese (ii) du theoreme [2] est bien verifiee. Comme / dilate normalement 
le bord et l'interieur de N, le theoreme [2] implique la C 1 -persistance de la stratification (dN,N). 
Pour construire la fonction r, on commence par mettre une structure de variete a bord C°° sur 
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N, compatible avec sa structure C 1 initialj§. On choisit alors une metrique riemannienne g de classe 
C°° sur N et adapted a la dilatation normale de dN dans N. On note exp l'application exponentielle 
associee a g. On note n(x) £ T X N l'unique vecteur unitaire, orthogonal a l'espace tangent du bord de 
N et qui pointe vers l'interieur de N. L'application x i— > n(x) est de classe C . 
Par compacite de dN, il existe ro > et un voisinage V de dN, tels que 

Exp : dN x [0,r [-► V 

(x, t) i— > exp^, (i • n(x)) 

soit un diffeomorphisme et tels que Padherence de la preimage f^j~(V) soit incluse dans V. Soient 
pi et j>2 les projections sur la premiere et la deuxieme coordonnee de x [0, r[. On note alors p la 
fonction sur V egale a p2 ° Exp' 1 . C'est une submersion de V. Soit 7r la projection de V sur dN egale 
a pi o Exp' 1 . Soient t > e > tels que / _1 (p _1 ([0, i])) est un compact inclus dans p _1 ([0, t — e[). Soit 
LgTV l'ouvert p~ 1 ([0,t[). Soit G C°°(M) decroissante, valant 1 sur ] — oo, t — e] et sur [t, +oo[. Par 
la suite, on s'autorisera a reduire t et done d'adapter e, et La/y 

Soient C := sup N \\Tf\\ et r' la fonction de classe C 1 sur Lg^y definie par : 

r' ■■= (1 - o p) • p + o p ■ < —£T- 
Cela implique que le gradient Vr de r est egal a 

(2.2) ^ V r' = (l-0op).Vp + <W-v(^-) + ^-p)v(^op). 



Montrons que r' est une submersion. On a g(Vp, V(0 o p)) < et comme C > ||T/||, la fonction 
(p o f / C — p) est negative. On remarque aussi que Vp(x) tend uniformement vers n o 7r(x) quand 
la distance entre le bord de N et x diminue. De plus g(Vp,V(p o /)) est egal au produit scalaire 
de Vp avec l'image par l'adjoint de Tf de Vp. Done par symetrie de g, g(Vp,V(p o /)) est egal a 
g(Vp, Tf o Vp). Par consequent, pour t assez petit, g(Vp,V(p o /)) est proche de p(n o 7r, T/ ojioi) 
qui est strictement positif, par dilatation normale du bord de N. Ainsi, il existe m > tel que, pour 
t assez petit et tout i G igw, on a : 

(2.3) g(Vr',Vp) > m. 

En particulier, r' est une submersion. 

On remarque aussi que r' = p sur /5 -1 ({i}) et r' = po f/C sur un voisinage de f~ 1 (p^ 1 ({t})). 
Done, pour t assez petit, la fonction r suivante est bien definie et continue : 

r : Lg N — > R 

On procede comme dans [Hir76] apres avoir etendu en une sous-variete sans bord. Cependant, cette structure C°° 
sera en general incompatible avec la structure C°° de M 

3 Cela signifie que la fonction C, dans la definition de la dilatation normale d'une sous-variete, peut etre choisie egale 
a 1. Une telle metrique existe par la proposition 2.3 de |Ber] 
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I si x G dN 
X " 1 ^ six ^ f~ n ( L dN) \ r n - l {L aN ), n > 
Une telle fonction r verifie done les proprieties 1 et 3. II ne reste done plus qu'a demontrer les 
proprietes 2 et 4 pour t assez petit. On peut deja remarquer que la restriction de r a Lqn \ dN est de 
classe C . Le reste de ces proprietes peut se demontrer en utilisant des champs de cones. 

On rappelle qu'un champ de cones x sur une partie U de N est un ouvert de TN\u tel que, pour 
x £ U, avec l'intersection x( x ) de % avec T X N verifie : 

X (x) + 

\/u G X {x), Vt G M \ {0}, tu G x(x) 

Comme le bord de N est normalement dilate, la propriete 2.1.9 de [Ber] entrane que pour tout 
e > 0, il existe un champ continu de cones x sur un voisinage U du bord de dN, tel que : 

(a) pour tout x G dN, l'espace tangent T x dN de dN en x est maximal en tant que sous-espace 
vectoriel inclus dans Xx tout vecteur unitaire de x es t e-distant d'un vecteur de TdN, 

(b) pour tout x G U, /~ 1 (f7) est inclus dans U et pour x G f^(U), la preimage par T x f de Xf(x) es ^ 
incluse dans Xx, 

(c) pour x G f^sj~(U), l'image par Tf de tout vecteur u du complementaire de Xx est un vecteur non 
nul (du complementaire de Xf(x))- 

Admettons pour l'instant que toutes les lignes de niveau de r' sont C 1 -proches du bord de N pour t 
assez petit. Alors, pour t assez petit, Lgjy est inclus dans U et le noyau de Tr' est inclus dans x- P ar 
(b) et (c), la restriction de r' o f n a J^(Lqn) est une submersion dont le noyau est inclus dans x- 
Ainsi, la restriction de r' a Lqn \ dN est une submersion dont le noyau est inclus dans x- Cela prouve 
la propriete 2. 

Pour demontrer 4, on va proceder par Pabsurde. Soit (x n ) n une suite de points de Lqn \ dN 
convergeant vers un certain x G dN, telle que la suite des noyaux de T Xn r ne tendent pas vers TdN. 
Soit P une valeur d'adherence de cette suite. Le ci-plan P appartient done a l'adherence de x- P ar 
dilatation normale, l'orbite en avant par Tf d'un vecteur de P\T x dN ne s'annule pas est tend a avoir 
un angle avec TdN bien plus grand que celui autorise par (a). Cela est contradictoire avec la propriete 
3 qui implique que l'orbite de u reste dans l'adherence du noyau de Tr et done dans l'adherence de x- 

II ne reste done plus qu'a prouver que les noyaux de Tr' peuvent etre choisis uniformement arbi- 
trairement proche de TdN, pour t assez petit. 

On a remarque que g(Vp,Vr') > 0, en (12.30 . Comme Vp est proche de n pour t assez petit, par 
le theoreme des fonctions implicites, les lignes de niveau de r' sont les images par Exp de sections C 1 
du fibre dN x [0,ro[— > dN. Ce fibre etant trivial, on peut identifier de telles sections a des fonctions 
reelles sur dN. Dans cette identification, la section associee a la ligne de niveau \x de r' verifie : 

r o Exp(x,a fM (x)) = fi, \/x € dN 
(2.4) ^ d TdN (r' o Exp)(x,a IM (x)) + du{r' o Exp)(x,a^{x)) ■ Ta^x) = 0, Vx G dN. 
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Or d'apres (|2.3p . on a 



(2.5) Sk(r' o = s>(Vr', Vp) > m > 0. 
Par ailleurs, on a d'apres (|2.2p : 

(2.6) T aN (r'oEx P ) = ^-T(pofoExp). 

La forme lineaire dT8N r ' est done de norme inferieure a celle de <9t<9aKp o f ° Exp). Comme / preserve 
le bord de N, la norme de <9rd7v(p ° / ° -Exp) est arbitrairement petite quand t tend vers 0. Par (|2.4p 
et (|2.5p . il en est done de meme pour Tcr M . 

□ 



3 Varietes a coins normalement dilatees 

3.1 Rappels sur les varietes a coins 

Pour s E | [1, oo] | , une application d'un ouvert de R™ dans R n ' est de classe C s si on peut l'etendre 
en une application de classe C s d'un ouvert de R n dans R n '. La differentielle en un point d'une 
telle application sera la differentielle de l'une de ses extensions en ce point (qui ne depend pas de 
l'extension). Une application d'un ouvert de R™ dans R™ est de classe C s si sa composition avec 
l'inclusion canonique de Wi dans R n ' est de classe C s . 

Un C s -diffeomorphisme d'un ouvert de R™ sur un ouvert de R™ est une application qui peut 
s'etendre en un C s -diffeomorphisme d'un ouvert de R n sur un ouvert de R n . 

On rappelle qu'une variete a coins de dimension d est une variete C°° modelee sur W^. Cela 
signifie que les changements de cartes sont des C°°-diffeomorphismes d'ouverts de Ri. 

Par exemple, tout cube [0, l] n pour n > est muni canoniquement d'une structure de variete a 
coins. C'est aussi le cas du compact suivant, que Ton nome la goutte : 

{(x,y) E R 2 ; x — -fx < y < \fx — x, x > 0}. 

Le coindice d'un point x de JV est le nombre de coordonnees non nulles de l'image de x par une 
carte d'un ouvert contenant cet element. On note par bN l'ensemble des points de N d'indice superieur 
ou egal a k. On note par l'ensemble des points de coindice k ; la structure de variete a coins de TV 
induit sur une structure de variete (sans coins). 

Soient x E N et E l'ensemble des couples (u,(f>), ou <p est une carte de N d'un voisinage de x et 
u un vecteur de R n . On definit sur E une relation d'equivalence : deux couples (u,(j>) et (v,ip) sont 
equivalents si la differentielle de ip o <f)~ l au point 4>(x) envoie u sur v. L'espace quotient est appele 
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Vespace tangent en x a N. On le note T X N . Par transport des structures, on obtient sur T X N une 
structure d'espace vectoriel de dimension n. 

Une application continue h, d'une variete a coins N dans une autre N', est de classe C s , si vue 
a travers des cartes <fi et eft' de respectivement N et N' , l'application (f)' o h o est de classe C s 
sur son ensemble de definition. Dans ce cas, pour x G N, on verifie que l'application h induit une 
application lineaire, dite differentielle de h en x et notee T x h, qui a un vecteur v G T^iV envoie la 
classe d'equivalence de {T^ x ){4>' ° h ° (/> 0') , ou est un representant de v et 0' une carte 

d'un voisinage de L'application h est une immersion (resp. submersion) si sa differentielle est 

injective (resp. surjective) en tout point. Un C s -diffeomorphisme de varietes a coins est une application 
C s qui possede un inverse de classe C s . Un C s -diffeomorphisme local (de varietes a coins) est une 
application dont la restriction a un voisinage de tout point est un C s -diffeomorphisme sur son image. 
Un plongement de classe C s est un homeomorphisme sur son image, qui est aussi une immersion de 
classe C s . 

On va maintenant definir une variete a coins dN telle que dN \ bdN s'identifie a X^-i, avec d la 
dimension de N . Les points de dN sont les couples (x, E) ou x appartient a bN et E est une valeur 
d'adherence de (T Xn Xd-i) n dans l'espace des plans de codimension 1 de TN, pour (x n ) n S (Xrf_i) N 
qui tend vers x. 

Cet ensemble dN est muni de la structure de variete a coins engendree par les cartes suivantes : 
pour (x, E) 6 dN, on choisit une carte <f) d'un voisinage distingue V de x G N. Le sous-espace vectoriel 
E est done de la forme r a; ^ 1 (]R fc " 1 x {0} x R d - k ), avec x appartenant a _1 (R+ _1 x {0} x R^ k ). On 
considere la restriction correspondante 

(x,E) i — ^ <j)(x) G M fc_1 x {0} x R d - k . 

De telles applications engendrent une structure de variete a coins sur dN de dimension d — 1. 

La variete a coins dN s'envoie continument dans N, via l'application p qui a (x, £?) associe sa 
premiere coordonnee. On remarque que x G Xj a exactement (d — j)-preimages par p. 

On appelle face de N une composante connexe de dN. 

Propriete 2.1. existe un C°° -diffeomorphisme local 4> de la variete a coins dN x R + sur un 
voisinage V de bN dans N , tel que </>(•, 0) est egaZ a p. L'application 4> sera appelee voisinage tubulaire 
de dN. 

Demonstration. La preuve decoule de la these de J. Cerf [Cer61| . Pour toute variete a coins N, 
ce dernier construit un C°°-plongement de N dans une variete (sans coins) de meme dimension. 
II construit aussi une metrique riemannienne sur cette extension de N telle que la variete X^ est 
geodesique, pour tout k > 0. La construction de l'application p est alors classique. □ 



9 



3.2 Preuve du resultat principal (theoreme [T]) 

Ce theoreme se demontre en construisant une structure de treillis de laminations sur (JV, £) verifiant 
les conditions (i) et (ii) du theoreme [2j Ce dernier theoreme implique alors la persistance de E|jy/ en 
tant que stratification a-reguliere. 

La construction de la structure de treillis est plus delicate que celle effectuee pour les varietes a 
bord, car la dilatation normale de X^-i ne peut pas etre uniforme si N n'est pas une variete a bord, 
avec d la dimension de N. La methode est cependant similaire. Dans la partie 13.2.14 on va montrer 
qu'il suffit de construire une fonction sur dN x R + verifiant des proprietes semblables a celles deja 
rencontrees dans le cadre des varietes a bord. Dans la partie 13.2.21 on construira cette fonction. On 
procede comme pour les varietes a bord, mais par defaut de dilatation normale uniforme, on est oblige 
de changer la geometrie du domaine fondamental. 

Remarquons tout d'abord que Ton peux supposer que TV" est envoyee par / dans N' , puisque notre 
theoreme concerne la persistance de la restriction de E a JV' et qu'un petit voisinage de adh(N') dans 
N est envoye par / dans N'. 

On fixe un voisinage tubulaire p de dN. On rappelle que p envoie dN x {0} dans bN. 
II existe V' et V deux voisinages de dN x {0} dans dN x M+ et une unique application / de classe 
C s de V' dans V tel que le diagramme suivant commute : 

v> -L, v 
pi Ip 

N N 

On note l'intersection de dN x {0} avec p~ 1 {X] t ), pour k > 1. 

Propriete 2.2. // existe pour chaque fc > 1 tin voisinage de dans V, tel que P\fj k soit un 
revetement a d — k feuillets de Ut '■= p{Uk) verifiant : 

- r\Uk) C U k et f-\U k ) C U k , 

avec := p~~ (x) pour x G Uk, 

- Vk > j, x e u k n Uj, f£ c Fi. 

La preuve de cette propriete etant technique et delicate, elle sera demontree tout a la fin de la 
preuve du theoreme. 
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3.2.1 Une condition suffisante pour obtenir la persistance de la stratification 

Pour construire une C s -structure de treillis de laminations sur £, il suffit de trouver une fonction 
r continue, positive, bornee, definie sur un voisinage ouvert D r de dN x {0} dans V' et verifiant les 
proprietes suivantes : 

P\. il existe C > 1 tel que : 

rof = C-r sur D r D / _1 (D r ) 

r - 1 ({0}) = dN x {0} 

P%. la restriction de r a D r \ (dN x {0}) est de classe C s , 

P3. pour k G {0, . . . , d — 1}, il existe un voisinage ouvert L k de dans t/fc \ Uj < kXj tel que, pour 
x G Lfc, la fibre est incluse dans Z? r et Papplication 

r fc : x£L t H { r (y)) yeF k 

est localementQ une submersion stratifiee : pour / > k et x G X;, la differentielle en x de rj, le 
long de X; a un noyau de dimension minimal k ; on note T x rk cette differentielle. On demande 
que cette submersion stratifiee verifie la condition de regularity (aj) de Thorn : pour k <V < I 
et (x n ) n G (Xi n ifc) N qui tend vers x G -Xj/iV D L^, le noyau de T Xn r k tend vers celui de T^r^ 
dans la grassmanienne des fc-plans de TM. 

On va montrer que l'existence d'une telle fonction est suffisante pour construire une structure de 
treillis qui verifie les proprietes (i) et (ii) du theoreme [2j 

Pour ce faire, on va demontrer par recurrence decroissante sur k G {0, . . . ,d}, que les fibres de 
forment une lamination Ck de classe C s qui est associee a la strate Xk et qui verifie la condition de 
feuilletage de laminations avec chaque lamination (Lj,Cj), pour j > k. 

Pour k = d, les sous ensemble Lj, Ud et Xd sont egaux et Fd est vide. L'application est nulle 
car a valeur dans M°. La structure de lamination Cd est done formee d'une simple feuille. On a ainsi 
rien a demontrer. 

Soit k < d. On va montrer tout d'abord que les fibres de restreintes a L\ n Lfc forment les feuilles 
d'une CMamination sur L\ n qui feuillette celle de Ci\ LlC[Lk , pour I > k. 

Par (-Pi), pour j > I et x G fl L\ Pi Xj, les points rfc(x) et r\(x) ont chacun exactement d — j 
coordonnees nulles. Done ( r (y))ye(F^\Fl) n ' a aucune coordonnee nulle. Comme LfcPlL; est inclus dans 
Uj>iXj, par (P2) et (P3), l'application suivante est (localement) une submersion de variete a coins de 
classe C s : 

x£L k f]Li^ (r(y)) ye{F k\ F i) 

On fixe un petit voisinage distingue U de x G D L\ pour la structure de variete a coins N. On 
identifie U a un ouvert de via une carte de N. Dans cette identification, cette submersion locale 

4 Restreinte a un ouvert trivialisant U, du revetement F k — » L^, l'application est a valeurs dans un espace qui 
s'identifie a Pour cette structure, on demande que r k \u soit une submersion stratifiee. 



11 



restreinte a U Pi Lf. n L\ peut s'etendre sur un ouvert de R d et ainsi definir un feuilletage T de classe 

C s . Par (P 3 ), ces feuilles sont transverses a l'identification de la lamination (L; n n C^>jC/|L fc nL(ni7)- 

D'apres la propriete 1.3.6 de |Berj . les intersections des feuilles de T avec celle de £/ forment les feuilles 

d'une CMamination C^u qui feuillette la restriction de Ci a f] Li f] U. 

Comme est un recouvrement ouvert de Lk\Xk, l'ensemble des fibres de definit les feuilles 

d'une C s lamination C' k sur L/. \ Xj.. 

On va montrer que l'on peut rajouter la feuille a C' k pour former une lamination 

Pour cela, on va montrer l'existence d'un recouvrement (E/j), de X^ dans N tel que Pintersection 

des fibres de avec Ui sont des varietes (des plaques) qui tendent vers X^ n Ui dans la topologie C 1 

compact-ouverte. 

On considere ainsi une carte : U —* M fc x (M + ) d ~ fc d'un ouvert £/ de TV, intersectant Xk 
et inclus dans Via 0, la variete f7 n X/% s'identifie a M fc x {0} et la variete U Pi Xi s'identifie a 
R k x (M+)'- fc x {0}, pour I > k et avec M+ = M+ \ {0}. 

Comme la restriction de a est de classe C s et que r^ya exactement d — I zeros, l'application 
suivante est bien definie et de classe C s , pour U assez petit et t G R I_fc x {0} : 

ipt : (u, v) G M fc x (K+)'~ fc i — ► (r* o u, 0) - t) G x {0}. 

Comme s'annule sur rr ({i})nf7 et comme, par la (ay)-regularite de (P3), d v ipt est inversible, 
l'intersection de i" k ({t}) avec U s'identifie via <f> a un graphe d'une fonction de R fc dans x {0}. 

Une telle fonction est de classe C s et tend vers quand t tend vers 0, dans la topologie C° par continuity 
de rfc, et dans la topologie C 1 par la condition (a/) verifiee par r& (-P3). 

Comme est s fois normalement dilatee par /, comme / preserve le feuilletage C' k par (Pi) et 
comme les feuilles de ce feuilletage ont un espace tangent proche de celui de Xk, le lemme 2.3.10 de 
[Bcr] implique que les intersections des fibres de avec U sont des varietes qui tendent vers Xk n U 
dans la topologie C s . 

De tels ouverts U recouvrent X^. L'union de C' k avec Xk forme done une C s -lamination sur 
qui verifie la condition de feuilletage. Cela acheve la recurrence decroissante sur k. 

Ainsi (Lfc,£fc)fc forme une structure de treillis de laminations de classe C s sur E. De plus, par la 
propriete (Pi), la condition (i) du theoreme est verifie avec \% := f~ l {Lk) H pour chaque strate 
Xk- La condition (ii) du theoreme provient elle aussi de la propriete (Pi). 

3.2.2 Realisation de la condition suffisante 

On commence par rajouter quelques notations a celles deja etablies avant [3T2TT1 Pour k > 1, soient 
Ak '■= p (Xk) n dN x {0} et Bk := adh(Ak). Chaque point y G V possede un voisinage U y tel que 
p\u y soit un diffeomorphisme sur son image. On note p y := pZj l'application de p(U y ) dans U y . 
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i Construction de R 

Pour x appartenant a T™ := ri^ =0 f^ k {V'), on definit : 

n 

r n {x) :=^p 2 o f k (x) 
k=0 

ou P2 est la projection de dN x IR + sur R + . 
Pour x G T n+1 , on a 

r n (/(a;)) - r n (x) = p 2 o - p 2 (x). 

Par la dilatation normale, la compacite relative de iV' et la supposition que N est envoyee dans N 1 , il 
existe M > et T > tels que, avec R := r M restreinte a T := i? -1 ([0,T[) (que Ton suppose inclus 
dans T M+1 ), on a : 

1.0. R-\{0}) = B x . 

1.1. 3C > A > 1 ; G T, on a C • P(x) > i? o /(z) > A • R(x). 

1.2. Pour tout k > 0, quitte a restreindre et l'ouvert T contient et l'application 

x g U k ^ {R(y)) yeF k 

est localement une submersion de varietes a coins de classe C s dans (R + ) d ~ k . 



ii Definition iterative de r 

Pour construire r, on va choisir un ferme U de T, disjoint de B\, tel que l'interieur de f~ l (U) 
contient U et tel que l'union L> n >of~ n {U) soit egale aT\Bi. On va aussi choisir une fonction ^ de 
classe C s sur T egale a 1 sur U et a sur T \ On pose D := / _1 (J7) \ U et on definit : 

R 1 .-^.R + (l-^).^ll 

ainsi que : 





Riof n (y) 

Ri(y) 



si y G 5i 

si y G / _n (-D), n > 
si y G J7 



Les proprietes (Pi) et (P2) sont alors faciles a verifier. 

Pour montrer (-P3), on commence par calculer le noyau de la differentielle de rt en x G Uk- Pour cela, 
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on calcule la differentielle de r en y £ T \ B\ . On a : 

/ dR 1 o T,r si y G f~ n {D) 
d y r = < 

I d^i?! si y e O 

On note n y := si y appartient a B\ U U et n y := n si y appartient a f~ n (D). 
On a ainsi, pour x £ Uk ■ 

(3.7) ker T x r fc = ker(d x (J?i o /»» p y )) yeF u. 

Mais, pour < d et x appartenant a un petit voisinage de X^, les entiers (n y ) yGF k n'ont aucune raison 
d'etre egaux. Et, comme la dilatation normale de X^-i n'est pas uniforme, les espaces (ker(d x (Ri o 
/ n f op y ))) y( zFk ne sont en general pas proches des espaces (ker(d 2/ i?)) ?/eF fc . De plus, les n y premiers 
iteres de y 6 ne restent pas forcement ni dans Uk ni dans un voisinage de Aj~ ou sa dilatation 
normale agit. 

Pour palier a ce probleme, l'idee intuitive est de regrouper par paquet les elements de la fibre F£, 
en procedant par recurrence decroissante sur k. 

Par dilatation normale, pour chaque k, tout plan de dimension k de TN, assez proche d'un plan 
tangent a X^, a toutes ses preorbites par Tf, basees dans un certain voisinage de X^, qui tendent a 
etre tangentes a X^. Appelons, de facon informelle, le bassin de repulsion de TXj~ l'union de tels plans 
de dimension k de TN. On va maintenant esquisser la preuve de P3), par recurrence decroissante : 

L'etape k = d est toujours aussi evidente. 

Pour k < d et x £ L^, si les entiers {n y ) yeF k sont tous egaux a un certain entier n, on s'arrange 
pour que, quelque soit y G chaque point y de la fibre arrive a D en etant reste dans (Lk) 
et pour que ker(Tjn( 2 ,)rfc) appartienne au bassin de repulsion de TXk- 

Si les entiers (n y ) y€F k ne sont pas egaux, le minimum n de cette famille n'est pas atteint pour 
exactement I — k > elements de F^. On va alors s'arranger pour que : 

- les points {f z {x)}f = Q appartiennent a Uk n Lk, 

- le point f n (x) appartienne a XJ\ et le noyau de Ttni x \r\ intersecte le noyau de {TR\oTp y ) eF k \ F i 
en un plan de dimension k qui appartient au bassin de repulsion de TXk- 

La geometrie de D est done dictee par la dilatation normale des strates (Xk)k et par la geometrie 
des voisinages (Uk)k- 

Comme la dilatation normale de ces strates n'est en general uniforme que pour k minimal, e'est par 
recurrence croissante sur k que Ton va construire D. On va ainsi combiner une recurrence croissante 
avec une recurrence decroissante... 



iii Geometrie du domaine fondamental 

On va definir dans cette partie et la suivante une famille de petits reels strictement positifs (tk)f, =1 
par recurrence croissante : le reel tk sera considere assez petit en fonction de (tj)j<k- On dira que la 
famille (ifc)f =1 est recursivement assez petite. 



14 



Pour k € {1, . . . , d} et t > 0, on note : 

Wl := \ x e U k ; Y, R ^ < 4 ■ 

On pose : 

U:=T\p-UW^) 

I h 

Par (i.l) et la propriete 12.21 pour t <T, on a 

/"Wl) C Wl /X . On suppose done chaque t& inferieur 
a T, ainsi l'union U„>o/ _n (?7) est egale a T \ B\. On suppose aussi (tk)k recursivement assez petite, 
pour que Ck := adh(Wk \ t->i < kf~ 1 (Wi)) soit un compact propre inclus dans Uk et f~ 1 {^j<kP7 T y (Cj)) 
soit inclus dans l'interieur de ^jKkPTfl {Cj), pour k G {1, . . . , o!}. 
On demontrera a la fin la propriete, non triviale, suivante : 

Propriete 2.3. // exists une fonction ^ de classe C s sur T valant 1 sur U et sur T \ / _1 ({7) teZ 
g'ue, pour (tfe)^ =1 recursivement assez petite, le noyau Ek{x) := kei(dRioT x p y ) y&F k soit uniformement 
proche de celui de x i— > (dRo T x p y ) y&F k , pour x £ Ck- 

II s'agit maintenant de fixer (tfc)^, par une recurrence croissante, en fonction de la dilatation 
normale. Pour convenir a la definition iterative de r, on va materialiser Pinfluence de la dilations 
normale des strates de (Xk)k par des champs de cones. 

iv Champs de cones 

La dilatation normale et la propriete 2.1.9 de |Berj implique le 

Fait 2.1. Pour k £ {1, . . . , d} et > 0, il existe t^ assez petit devant {tj)j<k e t un champ de cones 
Xk sur Ck tels que : 

1. pour x £ Ck, Ek(x) est maximal en tant que qu'espace vectoriel inclus dans Xk{ x ) > de plus, tout 
vecteur non nul de Xk{ x ) forme un angle inferieur a avec un vecteur de Ek{x), 

2. le champ de cones Xk est f*-stable : pour x £ Ck H f (Ck), le cone T x f~ 1 (xk(f( x ))) est inclus 
dans Xk{x)- 

L'esquisse de la preuve dans ii) invite a fixer definitivement (tj)j =l et (ej)j =1 tels que, pour j £ 
{1, . . . , d — 1}, on a : 

(Aj) pour i < j et x £ Cj C\ Cj, le cone Xj( x ) H ker(dRi o Tp y ) y€pi ^ F j est inclus dans Xi( x )- 

Pour ce faire, on procede par recurrence croissante sur j G {0, . . . , d — 1} : 
L'assertion (Aq) est vide de sens. 
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Soit k G {1, . . . , d— 1}. Supposons {tj)j<k et (tj)j<k fixes pour que tout ce qui precede (et notam- 
ment les assertions (Aj), pour j < k) soit verifie. 

Pour tous i < k et x G n Cj, l'espace i%(x) est inclus dans le cone ouvert Xi(ic) et la fibre 
est incluse dans F*. Done, pour e& assez petit, le cone XfcW Qui est Cfc-proche de E k (x), verifie : 

Xfc(x) n ker(di?i o T x p y ) yeF i\ F k C XiOO- 

Par compacite, on peut choisir independamment de x G CkCiCi. Ainsi, Passertion (Aj) est verifiee 
pour un tel e/t que l'on fixe maintenant. On fixe aussi tk pour que tout ce qui precede soit verifie. 

v Verification de la propriete (P3) 

On va montrer par recurrence decroissante la propriete suivante : 

Propriete 2.4. Sur Ck, le noyau de la differentielle de est inclus dans Xk- 

Demonstration. Pour commencer, on remarque que : 

=: M_a C M := pj^(C ) C • • • M k : = U 3<k p~^(C 3 ) C • • • C M d =: T 

est une filtration. Autrement dit, la preimage par / de est incluse dans l'interieur de Mk, pour 
k G {0,...,d- 1}. 

Comme p"- 1 (Cd-i) est egal a adh(p~~ (W ( j_ 1 )\/ _1 (M ( j_2)) toute orbite partant dep~- (Cd_i)\ 

|L/<J-1 \Ud-i \Ud-l 

Ad-i arrive en D en etant restee dans C^-i- Ainsi, le noyau de la differentielle de r^-i en x G C<i-i, 
qui est egal a celui de f* y (dR\ o Tp fn y ^) yeFd -if z ^ par ()3.7p . est inclus dans Xrf-l(^) P^ 1 les assertions 
1 et 2 du fait EH 

Soit k G {0, . . . , d— 2}. On suppose que, pour j > fc, la propriete 12.41 est verifiee. Comme p~} (Cj.) 
est egal a adh(p~y (Wk)\f~ 1 (M k -i)), toute orbite partant dep~y (Ck)\A k arrive en D en franchissant 
(Mj)j>fe par ordre croissant. 

Soit x G Ck- Si tous les points de F x arrivent en D en etant restes dans alors ils sont aussi 
tous restes dans p~^ (Ck)- La propriete 12.41 s'obtient alors comme dans le cas k = d— 1, car les entiers 
(n y ) ye pk sont tous egaux. Sinon, on considere n > minimal tel qu'il existe un element de y G F* 
dont l'image f n (y) appartient a p~ f (C{), pour Z > /c. On choisit alors I maximal. Par minimalite de 
n et comme x n'appartient pas a f~ 1 (Uj < kCj), le point x' := f n (x) appartient a Ck- Comme la fibre 
F£, contient F l x , , on a : 

ker T x ,r k = kerT^n n ker T x ,(r(z)) z< - F k \ F i . 

x 1 * 

Par hypothese de recurrence, on a : 

ker T^/rfc C Xi(x) C\kerT x >(r(z)) zeF k\ F i . 

X x' 

On va montrer que les elements de F% \ FL appartiennent a D. On a alors d'apres (A{) : 

berT x ir k C Xl(%') nkerT x ,(Ri(z)) zeF k\ F i C Xk(x')- 

ar * x' 
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Et par /^-stabilite de Xk> on a 



ker T x r k C (f*Xk)(x) C Xfc (a;). 

Ce que l'on souhaitait demontrer. 

II suffit done de montrer que les elements de F x , \ F x , appartiennent a D. Tout d'abord, le point 
x' appartient a C\. Done, tous les points de F£, \ F l x , n'appartiennent pas a ^->j<if~ 1 {p~^(Wj)) = 

Uj < if^ 1 (p7 J y (Cj)). Par definition, ces elements n'appartiennent pas n'ont plus &p~y(Ci). Enfin par 
maximalite de I, l'ensemble F x , \ F l x , ne peut pas intersecter ^-ij>ipZ- r (Cj). Ainsi, l'ensemble F x , \ F l x , 

est inclus dans f-^U) = Uj f' 1 (p-}(Cj)) . C omme x' appartient a les elements de F x , \ F x , 
appartiennent bien a D. □ 



Cette derniere propriete montre en particulier que ker(T x rk) est un espace de dimension k, pour 
tout x G Cfc. 

On montre maintenant par recurrence decroissante sur k que la propriete (-P3) est verifiee. Soit 
k £ {1, . . . , d}. On va commencer par montrer que ker (Tr^) est continue sur C k - Par l'hypothese de 
recurrence, seule la continuite en := Ck H Xk n'est pas evidente. Soit (x n ) n G C^ une suite qui 
converge vers x E Kk- Soit E une valeur d'adherence de (ker(T Xn rfc)) n . L'angle entre les espaces E 
et Ek(x) = T x Xk est done inferieur a e^. Par /*-stabilite de ker Tr^ et /-stabilite de K, il existe 
une valeurs d'adherence E m de (kei(Tjm( Xn )rk)) n , qui est e^-prodie de Ek(f m (x)) et telle que E soit 
egal a (T x f" m )~ l {E m ). Done par dilatation normale et la propriete 1 de 12.11 l'espace E est egal a 
Ek{x) = T x Xk- Cela prouve la continuite de ker(Trfc), par compacite de la grassmannienne. 

On finit maintenant de demontrer la propriete (-P3). Pour x G Xk, il existe n > tel que le point 
f n {x) appartient a l'interieur de Kk dans Xk- Par dilatation normale, il existe un voisinage V x de 
x dont l'image par f n est incluse dans Ck et tel que, pour tout x' G V x , l'espace ker T x irk est de 
dimension k. 

Par regularity de Tf n et regularite de ker Tr^,^,, quitte a reduire V x , la restriction keiTr k \v x est 
continue. 

On pose alors L k := int(U xe x k V x U Ck), qui verifie done la propriete (-P3). 



vi Construction de ^ (preuve de la propriete 12. 3D 

La dimculte de cette propriete reside dans le fait que la famille de reels (tk)k soit recursivement 
assez petite et que les compacts (Ck)k s'intersectent. 

On rappelle que, dans la partie i), on a defini les reels C > A > 1. On fixe une fonction <j) croissante 
de classe C s sur M, s'annulant sur ] — 00, 1/A] et egale a 1 sur ]1, oof. Pour t > 0, on pose cftt '■= </>("/*)• 



d , , ^ . J 



Soit ^ := ni=i 4>j avec 4>k ■= z £ T 



•XY,yeF* , R (y)) siz£U k 



[ 1 sinon 

Remarquons que \I> est de classe C s quand (tk)k est recursivement assez petite : pour k G {0, . . . , ri- 
ll, il suffit que tk soit assez petit pour que l'adherence de p~ f (Wk) intersectee avec la frontiere de Uk 
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soit incluse dans / 1 ( Uj<k p } (W,)) , oil Yl^=x 'Pj es * nulle. 

\Uj j 

On remarque enfin que la fonction ^ est bien nulle sur T \ f~ l (U) et egale a 1 sur U. 

On doit done montrer que, pour (tj)j recursivement assez petite, le noyau E^(x) := ker(dRi o 
Tpy) yeF k est uniformement proche de celui de x i— > (dRoTp y ) yGF k, pour x G et fc G {0, . . . , d — 1}. 

Pour toute la suite de cette preuve, les estimations seront uniformes sur ou sur p~y (Ck) et 
seront effectuees pour (tk)k recursivement assez petite. 

On commence par calculer la differentielle de R\ : 

dfli = ttdfl + ^p-dR o r/ +^R- ^J-^j dV- 

Et, on a pour z G T : 

d ^= e (n&) e (n>.#) w-f- e 

On analyse maintenant la differentielle de R\. 

- Les fonctions \£ et (1 — *)/C sont a valeurs dans [0, 1]. 

- Par dilatation normale, la differentielle p^^ji es t proche de sur p~} (Ck)- On a ainsi 
l'existence d'une fonction continue a sur T, bornee et superieure a 1, telle que : 

VdR + Q—r^-dR oTf = a-dR + o(l), sur p~} (C k ). 

On note que la fonction a est independante de (tj)j. 

- La fonction p := (^R — ^J-^J est positive et inferieure a R, d'apres (i.l). Done, pour tout I, sur 
p~y(Ci), la fonction p est a valeurs dans [0,^1. 

Malheureusement, la norme uniforme de p ■ d^S> sur C/% n'est ni negligeable ni dans la direction de 
dR, pour k G {1, . . . , d — 2}. Cependant, la pr opr iete 13 . 2 . 2 1 veut seulement que l'intersection des noyaux 
de (dR\ o Tpy) y&F k soit proche de l'intersection des noyaux de (dR o Tp y ) yGF k, sur Ck- 

On remarque que, pour % < I, la norme uniforme de la fonction fi est petite devant \jt\- 
Ainsi, pour x G C; et z G F l x: on a : 



E /<(*) E d ( i?o ^) = °( 1 )- 



Et, pour z G Ui \ p }(Ci), on a : 

h(z) 



On conclut que, pour x G et z G i* 1 ™, si / > k est maximal tel que z soit dans p ^ (Q) 5 on a : 
^i?! = a(z) ■ d z R + p(z) • fi(z) d(R o p y ) + o(l). 
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Aussi, pour k G {1, . . . , d} et x G Ck, si x appartient exactement a (Cj,.)'- =1 , pour G {A:, . . . , d— 
l} 1 decroissant (et ainsi i\ = k), on a pour z G \ Fx' 1 (avec F° := 0) : 

d z R 1 = a(z)-d z R + p(z)- f l3 (z) d(Rop y ) + o(l). 

v&fJ 

On munit d'un ordre compatible avec l'indexation selon lequel on effectue un produit 

exterieur : 

/ 



/\ d(R 1 o Pz ) = /\ /\ 



a(z)d(R o Pz ) + p(z) ■ fi.(z) d(Ro Py )+o(l) 



Tous les scalaires etant positifs, ce produit est egal a : 
I ( 



Cela implique le noyau de (d(Riop y )) y£F k, est de dimension k et uniformement proche de ker(d(i?c 
Py))yeF£ sur pour une famille recursivement assez petite. 



□ 



3.3 Preuve de la propriete 12.21 

. Pour chaque k > 0, comme N est supposee envoyee par / dans N' relativement compacte, par 
dilatation normale, il existe un compact K de Xk tel que 

U n>o/|Ar n (^) = X k- 

Comme P\A k es t un revetement a d — k feuillets de Xk et comme p est un diffeomorphisme local, il 
existe un voisinage ouvert V\. de p^^{K) tel que p^ et P\v k \jf-^(y k ) s °i en t des revetements a d — k 
feuillets de \% := p(Vk) et U f^{Vk) respectivement. 

Soient U k := U n > f- n (V k ) et U k := p(^ fc ). 

D'apres l'expression de la preimage est incluse dans £/fc. On va montrer que f~ l {Uk) 

est inclus dans Uk- 

On considere l'application / : x G V"' i— > (p(x), vr(a:)) G V x avec 7r : 5 A x R+ — > 9JV la 
projection canonique. L'application I est une bijection qui permet de faire l'identification geometrique 
suivante. Un point de V' la donnee d'un point z de N avec une face de l'intersection de N avec 
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un voisinage ouvert de z. Appelons cette face, une face locale de N proche de x. Les faces locales 
ne doivent pas etre confondues avec les faces (globales) de N . Par exemple, quand la variete est la 
"goutte" (voire la partie I3TT]) . un point proche de Parrete de dimension est proche de deux faces 
locales, alors que cette variete est munie d'une unique face. 

Par dilatation normale, en choisissant V k petit, on peut choisir U k inclus dans un petit voisinage 
de P adherence de A k . 

L'endomorphisme Tf induit une application entre les faces locales proches de f{x) G U k vers les 
faces locales proches de x car, par dilation normale, la preimage par Tf d'un hyperplan proche de 
TXd-i est un hyperplan proche de TX^-i - La dilatation normale entraine meme que cette application 
entre faces locales est bijective. On remarque que Pinverse de cette application est /. Ainsi, pour 
x G / _1 (C^fc), un point y G Ff( x ) es ^ ^ a donnee de f(x) munie d'une face locale proche de f(x). Cette 
face possede une preimage pointee en x. Cela entrane que y a une preimage par /. Ainsi x appartient 
a p{f~ l {Uk)) qui est inclus dans Uk = p(U k ). 

Cela entrane aussi que, pour x G f^(U k ), la fibre est incluse dans et que f\ F k est une 

bijection de F™ sur F% x y 

On va maintenant montrer les egalites suivantes : 

(3.8) u k = u n > r n (v k ) et P (r n (v£)) = r n iyi), 

avec Vi-.= r\V k )\V k et V£ := p(V£) = f^{V k ) \ V k . 

Soient x G U k \ V k et y G F*, comme U k est egal a V/ c U|J ri>0 f~ n {V k ), il existe alors un unique n > 
tel que y appartient a f~ n (V£). Done f n (y) appartient a V k et, par commutativite du diagramme, 
f n (x) appartient a V k '. Cela implique que x appartient a /~"(V^). Done p(f~ n (V£)) est inclus dans 
f~ n iy k ) et U k est inclus dans U>o/ _n (Vfc). Comme U k contient V k et est / _1 stable, on obtient les 
egalites de (|3.8p . 

On peut maintenant demontrer que P\fj k est un revetement a (d — k) feuillets de U k . On a defini 
V k de fagon a ce que la restriction de p a V k U / _1 (Vfc) = V k U V{, soit un revetement a [d — k) feuillets 
de V k U f^ 1 (V k ) = V k U Vj,. Par la deuxieme egalite de (|3.8p . tous les elements de U k \ (V k U V^) sont 
envoyes par p a Pexterieur de V k U V^. Done est de cardinalite (d — k) pour x G Vfc U V^'. 

Pour x G f~ n (V k ), par la deuxieme egalite de (|3.8|) . la fibre est incluse dans f~ n (V k ). Par 
la bijectivite de f™ pk , puis la commutativite du diagramme, et enfin la cardinalite de F*, pour y = 
/ n (x) G la fibre F^ est bien de cardinalite (d — k). 

D'apres la premiere egalite de (13.81) . cette discussion implique que p, T ~ T est un revetement de U k a 

I U k 

(d — k) feuillets. 

Pour j < k et x G X k qui tend vers y G X,- , F^ tend a etre inclus dans Fy . Quitte a restreindre V k 
et Vj, on peut done supposer que, pour x £ U k DUj, la fibre F% est incluse dans F?. □ 
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4 Questions et remarques sur le theoreme de persistance des varietes 
a coins 



En realite, la version generale du theoreme [2] (voir le resultat principal de [Ber] ) implique que nous 
avons montre la C s -persistance des varietes a coins en un sens plus fort. En effet, toute perturbation 
/' de / preserve une stratification £' qui est l'image de Eijy/ par un plongement p controle : 

- p est un homeomorphisme sur son image C°-proche de l'inclusion canonique de N' dans M, 

- p envoie les strates de T,\ N / sur les strates de £' qui sont preservers par /'. 

- la restriction de p a chaque intersection de N' avec chaque lamination^] (Lk,£k) est un plonge- 
ment de lamination de classe C s , proche de l'inclusion canonique. Cela signifie en plus que : 

- p est un plongement de classe C s le long des plaques de Ck contenues dans N', 

- ses s premieres differentielles varient continument transversalement au plaques, 

- ses differentielles sont proches de celle de Pidentite sur tout compact de L^, 

Ainsi, £' est munie d'une structure de treillis de laminations T de classe C s . La version generale du 
theoreme [2] implique enfin que la structure de treillis T verifie les hypotheses {%) et (ii) du theoreme 

m 

Chacune des laminations {Lk,Ck)k etant des fibrations, il semble facile de constater que la strati- 
fication S|jv' est persistante en tant que stratification c-reguliere au sens de Bekka (voir |Bek91| ). 

Questions 

- Reciproquement, on peut se demander si toute stratification c-reguliere, preservee et normale- 
ment dilatee par la dynamique est persistante en tant que stratification c-reguliere. 

- Les orbifolds generalisent les structures de varietes a coins et definissent aussi canoniquement des 
stratifications. Considerons un orbifold plonge dans une variete, dont la stratification canonique 
est normalement dilatee. cette stratification est-elle persistante? 

- De quelle fagon les sous-varietes a bord ou a coins, analytiques reelles ou complexes, persistent ? 

- Mane a montre que les sous-varietes compactes C 1 -persistantes et uniformement localement 
maximales (Mah78j sont les sous varietes normalement hyperboliques. Hirsh-Pugh-Shub [HPS77J 
ont montre que toute sous- variete normalement hyperbolique, par un diffeomorphisme /, est In- 
tersection transverse de deux sous varietes (une fois) normalement dilatees et dont les adherences 
compactes sont envoyees dans elles meme par respectivement / et / . Est ce que toute variete 
a coins compacte, C 1 -persistante (en tant que stratification) et uniformement localement maxi- 
male est aussi l'intersection transverse de deux sous-varietes a coins verifiant notre theoreme Q] 
pour respectivement / et f^ 1 ? 

Reciproquement, la persistance des varietes a coins de "fagon controlee" implique que toute variete a 
coins compact, laissee invariante par un diffeomorphisme /, qui est l'intersection transverse de deux 
varietes a coins verifiant notre theoreme [1] pour respectivement / et / , est alors persistante en tant 

(Lfc, Ck) est definie durant la preuve du theoreme [T] 
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que stratification a-reguliere. 
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